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Para descargar mi software:
https://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~morales/software-Teselacion-Marcel-Morales.html
Este es un proyecto de libro, que ha comenzado hace casi 20 afios y que espero publicar
pronto. Version en espafiol.

La Teselacion es una actividad ludica para todos de 9 a 99 afios.

Las Teselaciones aparecen en el contexto histérico y artistico, Desde siglos el problema de
decorar los muros, los suelos se han puesto para las civilizaciones diversas.
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Pintura, muros de una tumba en Egipto antiguo
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El objetivo de este libro y del software es de presentar las Teselaciones a gente con poco
conocimiento en matematicas.
Comencemos por analizar la figura siguiente:

Esta figura estd compuesta de rectangulos y cuadrados, con diferentes colores amarillo, azul,
rojo o verde. Si se quiere reproducir este dibujo debemos coger una regla medir los lados del
rectangulo y del cuadrado, con mucho cuidado trazar las lineas verticales y horizontales :

y después colorear.
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Otra manera de proceder es la siguiente: medir los lados del rectangulo y del cuadrado, (por
ejemplo un rectangulo de 1cm de ancho y 3cm de largo, el cuadrado de 3 cm de lado) y
fabricar en cartulina un rectangulo y un cuadrado con estas medidas, poner el rectangulo en
cartulina sobre una hoja de papel y trazar el contorno, poner al lado (con mucho cuidado) el
cuadrado en cartulina 'y trazar el contorno, continuar asi hasta llenar la hoja, después
colorear.

Otro ejemplo:
Hacer una copia de la figura siguiente que comprende un caballito y un poco de campo (por
ejemplo con papel transparente y después reproducirlo en cartulina. Esto se llama un patrén.

Poner sobre una hoja A3 de papel (si no se tiene hojas A3 utilizar una A4 puesta
horizontalmente) trazar el contorno, desplazar el patrén hacia la derecha, se ve que se encaja
perfectamente, trazar el contorno, continuar asi hasta llegar a la extremidad derecha de la
hoja. Desplazar hacia abajo y ver que se encaja perfectamente. Trazar el contorno y
continuar asi hasta llenar la hoja.

Para terminar completar el contorno del caballo, colorear como se desea, utilizar su propia
fantasia para poner detalles el ojo del caballo, flores sobre el campo, etc.

Pasemos a otro ejemplo:
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Copiar el contorno de esta figura, esté constituida de dos peces y una persona nadando,
copiarla con cuidado en cartulina y cortar el contorno, asi tenemos nuestro patron:

Sobre una hoja de papel A4 dispuesta horizontalmente, poner el patrén en la izquierda
arriba, trazar con mucha atencion el contorno, voltear el patron de cartulina como en la
figura siguiente:

Disponer el patron de cartulina volteado para que encaje perfectamente en la derecha, trazar
el contorno. Aqui se puede ver después de varias etapas:

Utilizar la fantasia para completar los detalles y colores.

Para cualquier persona, vamos a permitir a responder a las preguntas siguientes:
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1. Como reconocer una Teselacion (es decir poder indicar las simetrias, las rotaciones, su
grupo).

2. Como hacer su propia Teselacion utilizando un par de tijeras, sin utilizacion de técnicas
complicadas.

) s i £ AR O il 77 o e

una mezquita.

,

Decoracion mural en

»

Las Teselaciones regulares estan clasificadas por el grupo de transformaciones que realizan
la teselacion,
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Para cada uno de los 17 tipos de Teselaciones regulares vamos a indicar con mucho detalle,
una serie de pasos completo para realizar una Teselacion. Estos han sido ensayados Yy
certificados faciles de uso en muchas escuelas y Institutos de formacion (Universidad de
Lyon 1)

Cada tipo de Teselacidn esta ilustrada por un dibujo en colores..

Este software ha sido desarrollado por Marcel Morales en los afios 1990, y ha sido adaptado
gracias a las préacticas en las clases de secundaria de Alice Morales. También ha sido
experimentado en muchas clase de escuelas primarias de Francia y de otros paises México,
Peru, Colombia, Irdn, Turquia, Vietnam.

Como lo decia antes una colaboracion muy importante con las clases de Alice Morales ha
permitido la participacion a eventos internacionales como Exposciences International 2001 a
Grenoble.

Este trabajo dentro del medio educativo nos ha permitido demostrar la importancia de
nuestra manera de pensar, ya que hemos obtenido resultados muy interesantes en lo que
concierne el aprendizaje de la geometria. En primer lugar se comienza con un taller ludico
sobre las Teselaciones, y enseguida se comienzan a deducir las propiedades geométricas sin
ninguna formalizacién. Cabe notar que los alumnos pueden dar propiedades geométricas que
tedricamente no estan a su alcance simplemente manipulando las Teselaciones.

Aqgui tenemos una serie de ejemplos:
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Estudio sistematico de Teselaciones en un monumento en Mitla, México
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Teselacion hecha por un alumno de Colegio.
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Teselacion del Hexagono: aqui se trata de llenar un hexagono por rombos, utilizando tres
colores amarillo rojo y azul. Fijese que haciendo una rotacion de 120 grados el rombo
amarillo cambia de color en rojo y haciendo una rotacion de 240 grados el rombo amarillo
cambia de color en azul. Este dibujo plano da una impresién de dibujo en tres dimensiones.
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Un poco de Geometria:

Aqui presentamos gracias a un dibujo las transformaciones del plano que conservan las

dimensiones: translacion, rotacion, simetria, y simetria deslizada.

t &t

Translacion

Rotacion de 90 grados
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Simetria y Simetria deslizada

Ejercicio: Reproducir en una hoja de papel el dibujo siguiente, y modificarlo por las cuatro
transformaciones: translacion, rotacion, simetria, y simetria deslizada.

[/ \\.---""

Las Teselaciones en pocas palabras.

La primera idea de teselacion es de cubrir un espacio, por ejemplo este espacio puede ser
un muro de la sala de bafio con ceramicas, una habitacion, una esfera, el plano o mas

generalmente cualquier espacio geométrico.
La segunda idea es que siempre se puede cubrir utilizando un solo color o de cualquier

manera sin que haya regularidad, este tipo de teselacion no es interesante matematicamente,
ahi aparece la nocidn de patron, se pide cubrir el espacio con un patron solamente. La
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tercera idea es que cubrir el espacio quiere decir que toda parte del espacio aunque sea
minima debe ser cubierta por una copia del patron. Finalmente la cuarta condicion es que
dos copias del patron distintas so se pueden superponer, solamente puede estar en contacto
en los bordes.

Enseguida se agregan las reglas de como disponer las copias del patron, en la primera parte
de este libro vamos a limitarnos a la utilizacion de transformaciones geométricas translacion,
rotacion, simetrias y simetrias deslizantes. Durante muchos siglos la fabricacién de
Teselaciones era un misterio y estaba basada en la transmision de un conocimiento
artesanal, limitado a ciertos motivos. Sin embargo se puede ver que muchos artistas han
tratado de hacer un estudio sistematico de las Teselaciones, por ejemplo en los muros de
Mitla (Meéxico) o en el palacio del Alhambra (Granada, Espafa). Es solamente a fines del
siglo diecinueve gque los matematicos se han interesado a las Teselaciones y han demostrado
que solo hay 17 tipos de Teselaciones.

En la figura siguiente tenemos una teselacion del plano con rectangulos de diferentes
dimensiones, sin embargo podemos observar que hay una cierta regularidad, cada linea esta
formada por rectangulos de dimensiones idénticas.

Fabricacion de Teselaciones con una hoja de cartulina de papel
con tijeras y cinta adhesiva.

Vamos a describir las etapas para realizar una Teselacion para cada uno de los 17 tipos. He
inventado este método original para fabricar Teselaciones de manera muy simple y para que
sea al alcance de todo el mundo. En todos nuestros modelos se usa una hoja de cartulina de
dimensiones 5 cm y necesitamos para cada ejemplo una hoja de papel A3 para reproducir la
teselacion.

Teselacion pl (RO en Francia)
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2= ~w=3 | 2= oy = 2==c o=
1=>a 1=>a 1=>a
Tomar una hoja de cartulina | Trazar une linea poligonal de | Cortar siguiendo el camino
de cartulina rectangular. Los |1a?2 trazado. Pegarlo en la
puntos 1,2, 3 son los rincones derecha.
de la hoja.
2= <=3 2= = =0 ==
1=>0% 1= 1==>
Trazar une linea poligonal de
2a3 . _
Cortar siguiendo el camino Aqui esté el patrén para
trazado. Pegarlo abajo teselar

Sobre una hoja blanca A3, vamos a comenzar en el rincon izquierda arriba Poner el patron sobre la hoja en
el rincon izquierda arriba. Dibujar el contorno, desplazar a la derecha el patron dibujar el contorno,
desplazar hacia abajo el patron y dibujar el contorno, continuar asi hasta llenar la hoja.

La Teselacion del plano se hace usando traslaciones verticales y horizontales.

b

L o e A 4

Teselacion p2 (R2 en Francia)
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D= Hen=0 D= = == S=3

1= h<=4 |{=> (= 1== <=4

Tomar una hoja de cartulina | Cortar siguiendo el camino Trazar une linea poligonal de
rectangular. Los puntos 1y 4 | trazado. Pegarlo después de  |2a 3

estan en el medio de lahoja. | hacer una rotacion de 180°
Trazar une linea poligonal de

la?
2=>g a<=3 | 2=>g <= 2=>g o<=3
1=> p<=4 | 1== =g | =3 =

Cortar siguiendo el camino Trazar une linea poligonal de | Aqui esta el patrén para
trazado. Pegarlo abajo 3 a 4. Pegarlo después de teselar.
hacer una rotacion de 180°

Sobre una hoja blanca A3, vamos a comenzar en el rincon izquierda arriba Poner el patrén sobre la hoja en
el rincén izquierda arriba. Dibujar el contorno, desplazar hacia abajo el patron y dibujar el contorno,
continuar asi hasta llegar a la parte baja de la hoja. De nuevo se pone arriba de la hoja, hacer una rotacién
del patron de de 180° y desplazar a la derecha el patron dibujar el contorno, verificar que encaja muy bien.

g

(

desplazar hacia abajo el patron y dibujar el contorno, continuar asi hasta llegar a la parte baja de la hoja.
Continuar asi hasta llenar la hoja.

La Teselacion del plano se hace usando traslaciones y rotaciones centrales (es decir de de 180°)

Teselacion p3 (R3 en Francia)
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Tomar una hoja de cartulina
en forma de rombo
constituido de dos triangulos
equilateros.

Trazar une linea poligonal de
la?2

Cortar siguiendo el camino
trazado. Pegarlo después de
hacer una rotacion de 120°

Trazar une linea poligonal de
2a3

Cortar siguiendo el camino
trazado. Pegarlo después de
hacer una rotacién de 120°

Aqui esta el patron para
teselar.

Sobre una hoja blanca A3, vamos a comenzar en el rincon izquierda arriba. Poner el patron sobre la hoja en
el rincon izquierda arriba. Dibujar el contorno, hacer una rotacion del patron de 240° y desplazar a la
derecha el patron dibujar el contorno, verificar que encaja muy bien. Haciendo rotaciones de 120° y de 240°
llenar alrededor del primer modelo. Continuar asi hasta llenar la hoja.

La Teselacion del plano se hace usando traslaciones y rotaciones de 120°
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Teselacion p4 (R4 en Francia)

1=>¢
Tomar una hoja de cartulina
rectangular.

== =3

1:‘.}

Trazar une linea poligonal de
la?

2= H<=3

Cortar siguiendo el camino
trazado. Pegarlo después de
hacer una rotacion de 90°

1:.'}

Trazar une linea poligonal de
2a3

Cortar siguiendo el camino
trazado. Pegarlo después de
hacer una rotacion de 90°

D= <=3

Aqui esta el patron para
teselar.

Sobre una hoja blanca A3, vamos a comenzar en el rincon izquierda arriba. Poner el patron sobre la hoja en
el rincon izquierda arriba. Dibujar el contorno, hacer una rotacion del patron de 90° y desplazar a la derecha
el patron dibujar el contorno, verificar que encaja muy bien. Haciendo rotaciones de 90° llenar alrededor del

primer modelo. Continuar asi

hasta llenar la hoja.

La Teselacion del plano se hace usando traslaciones y rotaciones de 90°
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Teselacion p6 (R6 en Francia)

Tomar una hoja de cartulina
en forma de un tridangulo
equilatero. El punto 3 esta en
el medio.

Trazar une linea poligonal de
la?2

Cortar siguiendo el camino
trazado. Pegarlo después de
hacer una rotacion de 60° de
centro el punto 1

2:.‘:=r

1

Trazar une linea poligonal de
2a3

Cortar siguiendo el camino
trazado. Pegarlo después de
hacer una rotacion de 60° ° de
centro el punto 3

2=>

1=>

Aqui esta el patron para
teselar.

Sobre una hoja blanca A3, vamos a comenzar en el rincon izquierda arriba. Poner el patron sobre la hoja en
el rincon izquierda arriba. Dibujar el contorno, hacer una rotacion del patron de 60° y desplazar a la
derecha el patron dibujar el contorno, verificar que encaja muy bien. Haciendo rotaciones de 60°, 120°,180°
Ilenar alrededor del primer modelo. Continuar asi hasta llenar la hoja.
La Teselacion del plano se hace usando traslaciones y rotaciones de 90°.

.

=

(WA
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Teselacion pg (MO en Francia)

2=>g <=3

1=>a
Tomar una hoja de cartulina
rectangular.

42':3

2= =

1=
Trazar une linea poligonal de
la?

2=>c o<=3

1=

Cortar siguiendo el camino
trazado. Pegarlo en la derecha

2=>c a=3

1=>a
Trazar une linea poligonal de
2a3

<=3

Cortar siguiendo el camino
trazado. Voltear este pedazo

de cartulina horizontalmente y
pegarlo abajo.

==

1=

ﬂ:.'=3

2:‘?

Aqui esté el patrén para
teselar.

Sobre una hoja blanca A3, vamos a comenzar en el rincon izquierda arriba. Poner el patron sobre la hoja en
el rincon izquierda arriba. Dibujar el contorno, desplazar a la derecha el patrén dibujar el contorno,

continuar asi hasta llegar a la extremidad derecha de la hoja. VVoltear horizontalmente el patron en cartulina,
desplazar hacia abajo el patron (esto se llama hacer una simetria deslizante) y dibujar el contorno, continuar

asi hasta llenar la hoja.

La Teselacion del plano se hace usando traslaciones y simetrias deslizantes.

Marcel Morales, Teselaciones regulares del Plano
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Teselacion paqg (MOR?2 en Francia)

2=>0 p<=3 | 2=>g <=3 | 2=>g a<=3

1=>4 1==>3 1=>g

Tomar una hoja de cartulina Trazar une linea poligonal de | Cortar siguiendo el camino
la?2 trazado. Voltear verticalmente

rectangular. :
este pedazo de cartulina 'y

pegarlo en la derecha.

2= <=3 | 2=>a <=3 | 2=> <=3

1=>¢ 1=> 1=>
Trazar une linea poligonal de
2a3

Cortar siguiendo el camino Aqui esté el patron para
trazado. Voltear teselar.

horizontalmente este pedazo
de cartulina y pegarlo abajo.

Sobre una hoja blanca A3, vamos a comenzar en el rincon izquierda arriba. Poner el patron sobre la hoja en
el rincdn izquierda arriba. Dibujar el contorno. Voltear horizontalmente el patron en cartulina desplazar
hacia abajo el patron y dibujar el contorno, voltear de nuevo horizontalmente el patron en cartulina,
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desplazar hacia abajo el patron y dibujar el contorno. Hacer una rotacion de 180° desplazar el patrén a la
derecha, verificar que encaje perfectamente, continuar asi hasta llenar la hoja.
La Teselacion del plano se hace usando traslaciones, simetrias deslizantes y rotaciones de 180°.

PN
o,

o Ll o

Teselacion cm (M1 en Francia)

<=2 o=2
.-"}-l:(:=2
1=>a 1=>a
Tomar una hoja de cartulina | Trazar une linea poligonal de
rectangular. la2 1=>a

Cortar siguiendo el camino
trazado y pegarlo en la parte
de arriba.

1==

Aqui esté el patrén para
teselar.

Marcel Morales, Teselaciones regulares del Plano Pagina 27



Sobre una hoja blanca A3, vamos a comenzar en el rincon izquierda arriba. Poner el patron sobre la hoja en
el rincon izquierda arriba. Dibujar el contorno, desplazar hacia abajo el patrén dibujar el contorno, continuar
asi hasta llegar a la extremidad baja de la hoja. VVoltear horizontalmente el patrén en cartulina, desplazar
hacia la derecha el patron (esto se llama hacer una simetria) y dibujar el contorno, continuar asi hasta llenar
la hoja.

La Teselacion del plano se hace usando traslaciones y simetrias

Teselacion pm (M1g en Francia)

{}{:2 f}{= -
<=2
1=>m 1==>s
Tomar una hoja de cartulina | Trazar une linea poligonal de
rectangular la2 1=>a

Cortar siguiendo el camino
trazado, voltear
horizontalmente este pedazo
y pegarlo en la parte de arriba.

<=2

1==
Aqui esta el patron para
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| teselar.

Sobre una hoja blanca A3, vamos a comenzar en el rincén izquierda arriba. Poner el patron sobre la hoja en
el rincon izquierda arriba. Dibujar el contorno. Voltear horizontalmente el patrén en cartulina, desplazar
hacia abajo el patron dibujar el contorno, continuar asi hasta llegar a la extremidad baja de la hoja. Desplazar
hacia la derecha el patron (esto se llama hacer una simetria) y dibujar el contorno, continuar asi hasta llenar

la hoja.

La Teselacion del plano se hace usando traslaciones, simetrias verticales y simetrias deslizadas.

Tomar una hoja de cartulina
rectangular. El punto 3 esta en
el medio.

Trazar une linea poligonal de
la?2

Cortar siguiendo el camino
trazado, desplazar este pedazo
y pegarlo en la extremidad de
la derecha

2:‘?

1=>
Trazar une linea poligonal de
2a3

2:,‘::-{1 ﬁ&\

1=

==

1==
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Cortar siguiendo el camino
trazado, hacer una rotacion de
180° y de centro el punto 3 a

este pedazo, pegarlo arriba.

Aqui esté el patrén para
teselar.

Sobre una hoja blanca A3, vamos a comenzar en el rincon izquierda arriba. Poner el patrén sobre la hoja en
el rincon izquierda arriba. Dibujar el contorno. Desplazar hacia la derecha el patrén dibujar el contorno,
continuar asi hasta llegar a la extremidad derecha de la hoja. Voltear verticalmente el patron en cartulina
Desplazar hacia abajo el patron y dibujar el contorno, continuar asi hasta llenar la hoja.

La Teselacion del plano se hace usando traslaciones, simetrias horizontales y rotaciones centrales :

Teselacion pmm (M2 en Francia)

2=>G— <=3

1=>a
Tomar una hoja de cartulina
rectangular. El punto 3 esté en
el medio.

Trazar une linea poligonal de
1 a 2. Cortar siguiendo el
camino trazado.

<=3

2=

1=>c
Trazar une linea poligonal de
2 a 3. Cortar siguiendo el
camino trazado.

2=> ==

1 ==
Aqui esté el patrén para

Marcel Morales, Teselaciones regulares del Plano
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teselar (un rectangulo con un
dibujo coloreado que es la
parte cortada)

Sobre una hoja blanca A3, vamos a comenzar en el rincon izquierda arriba. VVoltear horizontalmente el
patron en cartulina y ponerlo sobre la hoja en el rincon izquierda arriba. Dibujar el contorno.; Voltear
horizontalmente el patron en cartulina,, desplazar hacia la derecha y dibujar el contorno, continuar asi hasta
Ilegar a la extremidad derecha de la hoja. Voltear verticalmente el patron en cartulina Desplazar hacia abajo

el patron y dibujar el contorno, continuar asi hasta llenar la hoja

La Teselacion del plano se hace usando traslaciones, simetrias horizontales y verticales :

W/ \WEw/ \WGgw/ \W

Teselacion cmm (M2R2 en Francia)

1= <=2

Tomar una hoja de cartulina
rectangular. El punto 2 esté en
el medio

Trazar une linea poligonal de
la?2

Cortar siguiendo el camino
trazado, voltear verticalmente
este pedazo y pegarlo en la

Marcel Morales, Teselaciones regulares del Plano
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parte de arriba en la derecha.

Aqui esta el patron para
teselar

Sobre una hoja blanca A3, vamos a comenzar en el rincon izquierda arriba. Poner el patron en cartulina
sobre la hoja en el rincon izquierda arriba. Dibujar el contorno. Voltear horizontalmente el patron en
cartulina, desplazar hacia la derecha y dibujar el contorno. Voltear verticalmente el patron en cartulina
Desplazar hacia abajo el patron y dibujar el contorno, Continuar asi hasta llenar la hoja

La Teselacion del plano se hace usando traslaciones, simetrias horizontales y verticales:

e \YUV) adia \YWV) odha \YWV) o

Teselacion p4g (M2R4 en Francia)

== P==g 2==0
1= 1=> 1=
Tomar una hoja de cartulina | Trazar une linea poligonal de

cuadrada. la2

Cortar siguiendo el camino
trazado, hacer una rotacion de
90° a este pedazo y pegarlo
en la parte de abajo.
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1=>

Aqui esta el patron para
teselar

Sobre una hoja blanca A3, vamos a comenzar en el rincon izquierda arriba. Poner el patron en cartulina
sobre la hoja en el rincon izquierda arriba. Dibujar el contorno. Voltear horizontalmente el patron en
cartulina, desplazar hacia la derecha y dibujar el contorno. Hacer una rotacion de 90° al patron en cartulina
Desplazar hacia abajo el patron y dibujar el contorno, verificar que encaje bien. Continuar asi hasta llenar la

hoja

La Teselacion del plano se hace usando traslaciones, simetrias horizontales y rotaciones de 90°.

Teselacion p4m (M4 en Francia)

2=

1=>d <=3
Tomar una hoja de cartulina
cuadrada. Cortarla en dos, y
obtener un triangulo
rectangulo con dos lados

2:.‘3'

=>4 <=3
Trazar une linea poligonal de
1 a 2. Cortar siguiendo el
camino trazado.

=

1=>¢ <=3
Trazar une linea poligonal de
2 a 3. Cortar siguiendo el
camino trazado.

Marcel Morales, Teselaciones regulares del Plano
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iguales.

Aqui esta el patrén para
teselar en azul.

Sobre una hoja blanca A3, vamos a comenzar en el rincon izquierda arriba. Poner la mitad del triangulo que
no se ha utilizado sobre la hoja en el rincon izquierda arriba. Dibujar el contorno. Voltearla y ponerla al
lado para completar un cuadrado, continuar asi hasta haber llenado de tridngulos la hoja de papel. Poner el
patrén en el primer triangulo. Efectuar una simetria del patron sobre cada lado del triangulo. Continuar asi

La Teselacion del plano se hace usando simetrias sobre las tres caras del triangulo.

Teselacion p31m (M3R3 en Francia)

1=
Tomar una hoja de cartulina
triangular (isosceles y de angulo
principal 120°)

Trazar une linea poligonal de
la2.
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Cortar siguiendo el camino trazado. Aqui esté el patron para teselar.
Hacer una rotacion al pedazo cortado
de centro el punto 2 y pegarlo en el
borde derecho.

Sobre una hoja blanca A3, vamos a comenzar en el rincon izquierda arriba. Poner el patron sobre la hoja en
el rincon izquierda arriba. Dibujar el contorno. Voltearla verticalmente y ponerla abajo. Hacer una rotacion
de 120° al patrén en cartulina y ponerlo para que encaje perfectamente. Continuar asi hasta llenar la hoja
La Teselacion del plano se hace usando simetrias y rotaciones de 120°:

ARA

SR

- .
TeseIaC|on pSml (M3 en Franma)

2= 2=
1==> <=3 1=> <=3
Trazar une linea poligonal de
Tomar una hoja de cartulina la2
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triangular equilatero

2= 2=
1=== <=3 1== <=3
Trazar une linea poligonal de Aqui esta el patron para teselar, en
2 a 3. Cortar siguiendo el camino azul.
trazado.

Sobre una hoja blanca A3, vamos a comenzar en el rincon izquierda arriba. Poner un triangulo equilatero de
mismas dimensiones que el que se ha utilizado para fabricar el patron. Dibujar el contorno. Desplazarla y
continuar asi hasta haber llenado de tridngulos equilateros la hoja de papel. Poner el patron en el primer
triangulo. Efectuar una simetria del patron sobre cada lado del triangulo, para eso se voltea el patron.
Continuar asi hasta llenar la hoja

La TeseI‘a_cL:ién del plano se hace usando simetrias sobreEs tres caras del triangulo equiléjiero.

_
3

S anmilt

Teselacion pém (M6 en Francia)

2= ==
1 =}hﬂ:3 1=> =3

Trazar une linea poligonal de
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laz2
Tomar una hoja de cartulina
triangular , la mitad de un triangulo

equilatero.
== 2=
1==> =3 1==> =3
, _ Aqui esté el patron para teselar, en
Trazar une linea poligonal de azul.

2 a 3. Cortar siguiendo el camino
trazado.

Sobre una hoja blanca A3, vamos a comenzar en el rincon izquierda arriba. Poner la otra mitad del triangulo
equiléatero que se ha utilizado para fabricar el patron. Dibujar el contorno. Desplazarlay continuar asi hasta
haber llenado de tridngulos (mitades de triangulos equilateros) la hoja de papel. Poner el patron en el primer
triangulo. Efectuar una simetria del patron sobre cada lado del triangulo, para eso se voltea el patrén.
Continuar asi hasta llenar la hoja.

La Teselacion del plano se hace usando simetrias sobre las tres caras del triangulo.

En el dibujo siguiente se pueden ver la utilizacion de una teselacion por simetrias y rotaciones:
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La Teselacion no periddica de Penrose:

La figura siguiente representa la teselacion de Penrose, esta hecha a parir de dos piezas que
se encajan perfectamente como indicado en la figura. Cada pieza tiene cuatro lados, y tienen
dos lados contiguos de misma longitud. Un tipo de piezas es de color rosado y el otro verde.
Hemos puesto puntos en algunos angulos para indicar las reglas de como encajar dos piezas.
Dos piezas encajan en un angulo donde las dos piezas tienen un punto on no.

@0 9

OBSERVE LOS PUNTOS MARCADOS EN LAS PIEZAS

La Teselacidn de Penrose no es periddica. Se presenta aqui como un ejemplo general pero
no serd el objeto del libro.
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étapa mas:

Sigue una

Aqui esta una primera etapa en laTeselacion de Penrose.




Les Teselaciones hiperbolicas.

El plano en el sentido usual es lo que llama en matematicas el plano euclidiano, donde para medir se usa una
regla graduada, es lo que llama la distancia euclidiana. La regla se usa para trazar lineas (rectas), el compas
se usa para trazar circulos, un circulo de centro el punto O y radio R esta formado de todos los puntos del
plano cuya distancia a O es exactamente R.

Ahora vamos a cambiar de geometria, vamos a entrar en la geometria del futuro, la de los viajes al espacio
intersideral, cuando uno corre distancias muy grandes y a grandes velocidades las leyes de la fisica nos dicen
que medir las distancias de manera usual no es posible, o mejor dicho se comete muchos errores.

Un poco de Geometria Hiperbodlica:

El modelo del plano hiperbdlico (que se debe al matemético Poincaré) consiste en un disco pleno abierto, es
decir sin el borde de radio 1, llamaremos al plano hiperbolico por la letra D. Es decir un punto del plano
hiperbdlico D es un punto al interior del disco.
Una linea hiperbolica es de uno de los tipos siguientes:

1. La parte de una linea recta usual que pasa por O, que se encuentra en D.

2. la parte al interior de D de un circulo que corta el borde de D en angulo recto (de 90°).

LY e ra

r % L
También tenemos algunas de las propiedades de geometria euclidiana:
e Por dos puntos A,B del plano hiperbolico pasa una linea hiperbodlica y una sola.

1. Silos puntos A,B se encuentran sobre una linea recta L pasando por el origen, esta es la linea
hiperbdlica que los contiene.

2. Silos puntos A, no estan alineados con el punto O, entonces se puede fabricar un circulo que
pasa por A, B y que corta el borde de D en angulo recto (de 90°).
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En la figura siguiente se han dibujado todas la lineas hiperbdlicas que pasan por el punto A, el punto
A esta fuera de la linea vertical L. N6tese que hay muchas lineas hiperbolicas que pasan por el punto
Ay que no cortan a la linea L. aqui los discos correspondientes estan en colores diversos, a la

izquierda del dibujo.
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Esta propiedad es particular a la Geometria hiperbdlica: por un punto A exterior a una linea
hiperbolica L pasan muchas lineas hiperbdlicas que no cortan L, es decir paralelas a L.

Aqui tenemos también la nocidn de distancia hiperbolica, pero la formula para calcularla es muy
complicada utilizando logaritmos. Tenemos la propiedad siguiente: el camino mas corto entre dos puntos
hiperbolicos esta dado por la linea hiperbdlica que pasa por ellos.

Cabe notar que un circulo hiperbdlico tiene la misma forma que un circulo euclidiano, el problema es que no
tienen el mismo centro, en la figura siguiente los centros hiperbolicos de los circulos estan dados por el
vértice comun a los triangulos al interior del circulo. Claro esta que un triangulo tiene tres lados, cada lado
es una linea hiperbolica.

De la misma manera que en la geometria euclidiana tenemos rotaciones, aqui también tenemos las
rotaciones hiperbolicas, que se parecen mucho a las rotaciones euclidianas: en el dibujo siguiente esta
representada una rotacion de angulo 60°.
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Y por supuesto las simetrias de eje una linea hiperbdlica, aqui se puede ver algunos triangulos que son
simétricos.

Un triangulo hiperbdlico es equilatero si sus lados son iguales (es decir miden lo mismo hiperbdlicamente),
los angulos de un triangulo hiperbdlico equilatero son iguales pero varian entre 0° y 60°. La suma de los
angulos de un triangulo hiperbolico es inferior a 180°. Esta propiedad esta confirmada por lo que se llama
el teorema de Gauss Bonnet, que dice: El area de un triangulo hiperbélico cuyos angulos hiperbolicos son
a,B,y esigualar — (a+ B +y).
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En geometria euclidiana la suma de los angulos de un cuadrilatero es 360°, en geometria hiperbdlica la suma
de los angulos de un cuadrilatero hiperbolico es inferior a 360°, como se puede ver en la figura siguiente:

La figura siguiente esta formada por rombos hiperbélicos, es decir que cada lado del rombo tiene la misma
longitud hiperbodlica que los otros tres, y que todos los rombos hiperbdlicos tienen los lados de la misma
longitud, la position del rombo es muy importante, asi cuando uno se aleja del centro del disco los objetos
del mismo tamafio tienen la apariencia mas pequefia. Todos los rombos hiperbdlicos tienen la misma area
hiperbolica. El dibujo que tenemos aqui es una teselacion del plano hiperbdlico, el patrén es un rombo
hiperbolico. Se puede ver una rotacion en el centro del disco de angulo 72°, otras rotaciones (hiperbdlicas)
de angulos 60°y 120°.

Ejercicio: identificar los centros de rotacion de angulo 60°.
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La figura siguiente es también una teselacion por rombos hiperbdlicos. Se puede ver una rotacion en el
centro del disco de angulo 90°, otras rotaciones (hiperbolicas) de angulos 60°y 120°.
Ejercicio : identificar los centros de rotacion de angulo 90°.
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La figura siguiente es una teselacion por mariposas hiperbdlicas.
Se puede ver una rotacion en el centro del disco de angulo 90°, otras rotaciones (hiperbdlicas) de angulos
60°y 120°.

Ejercicio : Identificar el patron de la teselacién y los centros de rotacion, ¢de que angulos son ?
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Aqui presentamos varios ejemplos de Teselaciones hiperbolicas que han sido hechas con mi
software. Este software es el primero y el Gnico en el mundo a poder permitir a cualquier
persona de hacer su propia teselacion hiperbdlica.
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